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Resumen 
En este artículo se proporciona una cota superior para el primer valor propio del problema de 
Steklov en  un dominio  de Rn.
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Abstract
In this paper we provide an upper bound for the ﬁ rst eigenvalue of the Steklov problem  in a 
domain of Rn.
Keywords: eigenvalue, upper bound, Steklov problem.
Sea (Mn, g) una variedad riemanniana con frontera ∂M . El problema
de Steklov consiste en encontrar soluciones de la ecuacio´n:
∆ϕ = 0 en M
∂ϕ
∂η
= νϕ sobre ∂M (1)
donde ν es un nu´mero real. Este problema fue introducido por Steklov [7]
en 1902, para dominios acotados en el plano. El problema tiene or´ıgenes
f´ısicos, la funcio´n ϕ representa un estado estacionario de la temperatura
en M donde el flujo sobre el borde, ∂M , es proporcional a la temperatura.
El conjunto de valores propios para el problema de Steklov es el mismo
que el conjunto de valores propios para la funcio´n Dirichlet-Neumann. Esta
funcio´n asocia a cada funcio´n u definida sobre ∂M , la derivada normal de su
extensio´n armo´nica uˆ sobre M . El conjunto de valores propios del problema
de Steklov consiste de una sucesio´n creciente 0 = ν0 < ν1 < ν2 < · · · , con
νk → +∞. El primer valor propio no nulo es conocido como el primer
valor propio del problema de Steklov; este valor propio esta´ caracterizado
variacionalmente por
ν1 = min
ϕ
{∫
M |∇ϕ|2 dυ∫
∂M ϕ
2dσ
: ϕ ∈ C∞(M),
∫
∂M
ϕdσ = 0
}
. (2)
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En [1] (pa´g. 26) Escobar hace una prueba detallada de la existencia del
mı´nimo. Para la bola unitaria Bn ⊂ Rn, los valores propios de la funcio´n
Dirichlet-Neumann son νk = k, k = 0, 1, 2, ..., y las funciones propias
esta´n dadas por el espacio de polinomios armo´nicos homoge´neos de grado
k restringidos a la esfera ∂Bn. Las funciones coordenadas {x1, · · · , xn} son
funciones armo´nicas con grado de homogeneidad uno, ellas son funciones
propias correspondientes al primer valor propio de Steklov sobre la bola
unitaria. El primer valor propio de Steklov sobre la bola n-dimensional
de radio r > 0, Br, es ν1(Br) =
1
r y las funciones coordenadas son las
respectivas funciones propias.
Al igual que en el problema de Dirichlet y de Neumann en el problema de
Steklov se han hecho estimativos geome´tricos para el primer valor propio.
Para dominios acotados y simplemente conexos en el plano xy, en 1954
Weinstock [8] demostro´ que ν1 ≤ 2piL , donde L representa el per´ımetro
de la curva frontera, con igualdad si y so´lo si M es un c´ırculo. En 1970
para dominios convexos en el plano, Payne [5] demostro´ que ν1 ≥ ko,
donde ko es el valor mı´nimo de la curvatura sobre el borde del dominio.
En el an˜o 1997, Escobar [2] generalizo´ el resultado de Payne a variedades
riemannianas 2-dimensionales con curvatura gaussiana no-negativa y con
borde tal que la curvatura geode´sica kg estuviera acotada inferiormente
por una constante positiva ko. Con estas hipo´tesis Escobar demuestra que
ν1 ≥ ko. Para dimensiones altas, Escobar considera variedades compactas
de curvatura de Ricci no negativa y otra vez en el esp´ıritu del teorema de
Payne demuestra el siguiente teorema:
Si M es una variedad riemanniana compacta n-dimensional (n ≥ 3)
con curvatura de Ricci no negativa, frontera no vac´ıa ∂M y cuya segunda
forma fundamental pi sobre ∂M satisface pi ≥ kI para alguna constante
positiva k, entonces
ν1 >
k
2
.
Para me´tricas rotacionalmente invariantes con curvatura de Ricci no-
negativa en la bola n-dimensional Br nosotros [3] demostramos que ν1 ≥ h
donde h es la curvatura media sobre ∂Br. Para me´tricas rotacionalmente
invariantes con curvatura de Ricci no-positiva en la bola n-dimensional Br
nosotros [4] demostramos que ν1 ≤ h donde h es la curvatura media sobre
∂Br.
En este art´ıculo nosotros encontramos una cota superior para el primer
valor propio de Steklov en un dominio del espacio eucl´ıdeo.
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En [1] (pa´g. 26) Escobar hace una prueba detallada de la existencia del
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unitaria. El primer valor propio de Steklov sobre la bola n-dimensional
de radio r > 0, Br, es ν1(Br) =
1
r y las funciones coordenadas son las
respectivas funciones propias.
Al igual que en el problema de Dirichlet y de Neumann en el problema de
Steklov se han hecho estimativos geome´tricos para el primer valor propio.
Para dominios acotados y simplemente conexos en el plano xy, en 1954
Weinstock [8] demostro´ que ν1 ≤ 2piL , donde L representa el per´ımetro
de la curva frontera, con igualdad si y so´lo si M es un c´ırculo. En 1970
para dominios convexos en el plano, Payne [5] demostro´ que ν1 ≥ ko,
donde ko es el valor mı´nimo de la curvatura sobre el borde del dominio.
En el an˜o 1997, Escobar [2] generalizo´ el resultado de Payne a variedades
riemannianas 2-dimensionales con curvatura gaussiana no-negativa y con
borde tal que la curvatura geode´sica kg estuviera acotada inferiormente
por una constante positiva ko. Con estas hipo´tesis Escobar demuestra que
ν1 ≥ ko. Para dimensiones altas, Escobar considera variedades compactas
de curvatura de Ricci no negativa y otra vez en el esp´ıritu del teorema de
Payne demuestra el siguiente teorema:
Si M es una variedad riemanniana compacta n-dimensional (n ≥ 3)
con curvatura de Ricci no negativa, frontera no vac´ıa ∂M y cuya segunda
forma fundamental pi sobre ∂M satisface pi ≥ kI para alguna constante
positiva k, entonces
ν1 >
k
2
.
Para me´tricas rotacionalmente invariantes con curvatura de Ricci no-
negativa en la bola n-dimensional Br nosotros [3] demostramos que ν1 ≥ h
donde h es la curvatura media sobre ∂Br. Para me´tricas rotacionalmente
invariantes con curvatura de Ricci no-positiva en la bola n-dimensional Br
nosotros [4] demostramos que ν1 ≤ h donde h es la curvatura media sobre
∂Br.
En este art´ıculo nosotros encontramos una cota superior para el primer
valor propio de Steklov en un dominio del espacio eucl´ıdeo.
Sea M un dominio de Rn con frontera suave, ∂M .
O(n) = {A ∈ Mn×n : AAT = I},
denota el grupo de matrices ortogonales de orden n × n. (M − b) donde
b ∈ Rn es el conjunto definido por:
(M − b) := {y ∈ Rn : y = x− b, x ∈ M}
y AM donde A ∈ O(n) es el conjunto definido por:
AM := {y ∈ Rn : y = Ax, x ∈ M} .
El centro de masa de ∂M esta´ dado por:
cm(∂M) :=
∫
∂M
xdσ∫
∂M
dσ
. (3)
Sin pe´rdida de generalidad vamos a suponer que para toda funcio´n
coordenada xi, se satisface que∫
∂M
xidσ = 0, i = 1, · · · , n. (4)
Si para M no se tiene la condicio´n (4), es fa´cil comprobar que se tiene para
M ′, donde M ′ = (M − cm(∂M)).
Adema´s puesto que ∫
∂(AM)
xidσx =
∫
∂(AM)
〈x, ei〉 dσx
=
∫
∂M
〈Ay, ei〉 dσy
=
∫
∂M
〈
y,AT ei
〉
dσy
=
∫
∂M
∑
j
aijyjdσy
=
∑
j
aij
∫
∂M
yjdσy,
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3 Resultados
entonces si para M se cumple la condicio´n (4), tambie´n se cumple para
(AM).
Diremos que una funcio´n u es admisible para el problema de Steklov
sobre M si ∫
∂M
udσ = 0, (5)
en tal caso de la caracterizacio´n variacional (2) se deduce que
ν1 ≤
∫
M
|∇u|2 dυ∫
∂M
u2dσ
.
Lema 3.1. El primer valor propio para Steklov sobre M es igual al primer
valor propio de Steklov sobre A(M − b), es decir, ν1(M) = ν1(A(M − b)).
Adema´s u es funcio´n propia para el primer valor propio de Steklov sobre
M si y so´lo si v(x) = u(ATx + b) es funcio´n propia para el primer valor
propio de Steklov sobre A(M − b), donde b es el centro de masa para ∂M .
Demostracio´n. Puesto que∫
∂(A(M−b))
v(x)dσx =
∫
∂(A(M−b))
u(ATx+ b)dσx
=
∫
∂(M−b)
u(y + b)dσy
=
∫
∂M
u(z − b+ b)dσz
=
∫
∂M
u(z)dσz,
se concluye que u es admisible para M si y so´lo si v(x) = u(ATx + b) es
admisible para A(M − b).
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entonces si para M se cumple la condicio´n (4), tambie´n se cumple para
(AM).
Diremos que una funcio´n u es admisible para el problema de Steklov
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udσ = 0, (5)
en tal caso de la caracterizacio´n variacional (2) se deduce que
ν1 ≤
∫
M
|∇u|2 dυ∫
∂M
u2dσ
.
Lema 3.1. El primer valor propio para Steklov sobre M es igual al primer
valor propio de Steklov sobre A(M − b), es decir, ν1(M) = ν1(A(M − b)).
Adema´s u es funcio´n propia para el primer valor propio de Steklov sobre
M si y so´lo si v(x) = u(ATx + b) es funcio´n propia para el primer valor
propio de Steklov sobre A(M − b), donde b es el centro de masa para ∂M .
Demostracio´n. Puesto que∫
∂(A(M−b))
v(x)dσx =
∫
∂(A(M−b))
u(ATx+ b)dσx
=
∫
∂(M−b)
u(y + b)dσy
=
∫
∂M
u(z − b+ b)dσz
=
∫
∂M
u(z)dσz,
se concluye que u es admisible para M si y so´lo si v(x) = u(ATx + b) es
admisible para A(M − b).
De la igualdad:∫
A(M−b)
|∇v(x)|2 dυx∫
∂(A(M−b))
v2(x)dσx
=
∫
M
|A∇u(y)|2 dυy∫
∂M
u2(y)dσy
=
∫
M
|∇u(y)|2 dυy∫
∂M
u2(y)dσy
= ν1(M),
y la caracterizacio´n variacional (2) para el primer valor propio de Steklov
sobre (A(M − b)) se deduce que
ν1(A(M − b)) ≤ ν1(M).
De igual manera si v es funcio´n propia para (A(M − b)), entonces u(x) =
v(A(x− b)) es admisible para M y de la caracterizacio´n variacional para el
primer valor propio de Steklov sobre M se deduce que
ν1(M) ≤ ν1(A(M − b)).
Lema 3.2. Sea M ′ un dominio de Rn y M = M ′ − b donde b = cm(∂M).
Entonces existe A ∈ O(n) tal que∫
(AM)
2
|x|(
∑
i<j
xixj)dυ ≥ 0. (6)
Demostracio´n. Procedemos por contradiccio´n. Supongamos que para toda
A ∈ O(n)
F (A) =
∫
(AM)
2
|x|(
∑
i<j
xixj)dυ < 0.
Sea f(x) = (2
∑
i<j
xixj), gk(x) =
n∑
j=1
j =k
xkxj y Ek ∈ O(n) la matriz elemental
que se obtiene al multiplicar por (-1) la k-e´sima fila de la matriz identidad.
Puesto que
n∑
k=1
gk(x) = f(x),
entonces ∫
(AM)
1
|x|(
n∑
k=1
gk(x))dυ = F (A) < 0, (7)
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para toda A ∈ O(n). De (7) se deduce que para toda A ∈ O(n) existe
α ∈ {1, · · · , n} tal que
Gα =
∫
(AM)
1
|x|gα(x)dυ < 0. (8)
Debido a que gα(Eαx) = −gα(x) y gk(Eαx) = gk(x) − 2xαxk, para
α = k se infiere que
F (EαA) =
∫
(EαAM)
1
|x|(
n∑
k=1
gk(x))dυ
=
∫
(AM)
1
|Eαx|(
n∑
k=1
gk(Eαx))dυ
=
∫
(AM)
1
|x|(
n∑
k=1
gk(Eαx))dυ
=
∫
(AM)
1
|x|(−3gα(x) +
n∑
k=1
k =α
gk(x))dυ
>
∫
(AM)
1
|x|(gα(x) +
n∑
k=1
k =α
gk(x))dυ
= F (A).
Podemos entonces construir una sucesio´n estrictamente creciente
x0 = F (I) < x1 = F (Eα1)
< x2 = F (Eα2Eα1)
< · · ·
< xm = F (Eαm · · ·Eα2Eα1).
Las matrices elementales Eα conmutan entre si y satisfacen que EαEα = I,
se puede por lo tanto concluir que despue´s de n-pasos se han usado todas
las matrices disponibles y
x0 = F (I) < xn = F (Eαn · · ·Eα2Eα1) = F (E1 · · ·En−1En) = F (−I) = x0.
Tenemos una contradiccio´n y por tanto el supuesto inicial es falso.
De la igualdad:∫
A(M−b)
|∇v(x)|2 dυx∫
∂(A(M−b))
v2(x)dσx
=
∫
M
|A∇u(y)|2 dυy∫
∂M
u2(y)dσy
=
∫
M
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∂M
u2(y)dσy
= ν1(M),
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para toda A ∈ O(n). De (7) se deduce que para toda A ∈ O(n) existe
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∫
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|x|gα(x)dυ < 0. (8)
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∫
(EαAM)
1
|x|(
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∫
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k=1
gk(Eαx))dυ
=
∫
(AM)
1
|x|(
n∑
k=1
gk(Eαx))dυ
=
∫
(AM)
1
|x|(−3gα(x) +
n∑
k=1
k =α
gk(x))dυ
>
∫
(AM)
1
|x|(gα(x) +
n∑
k=1
k =α
gk(x))dυ
= F (A).
Podemos entonces construir una sucesio´n estrictamente creciente
x0 = F (I) < x1 = F (Eα1)
< x2 = F (Eα2Eα1)
< · · ·
< xm = F (Eαm · · ·Eα2Eα1).
Las matrices elementales Eα conmutan entre si y satisfacen que EαEα = I,
se puede por lo tanto concluir que despue´s de n-pasos se han usado todas
las matrices disponibles y
x0 = F (I) < xn = F (Eαn · · ·Eα2Eα1) = F (E1 · · ·En−1En) = F (−I) = x0.
Tenemos una contradiccio´n y por tanto el supuesto inicial es falso.
Teorema 3.3. Sea M un dominio de Rn. Si existe una bola Br(b) de radio
r > 0 y centro en b = cm(∂M) con Br(b) ⊆ M , entonces el primer valor
propio de Steklov sobre M satisface la desigualdad:
ν1(M) ≤ 1
r
= ν1(Br). (9)
Demostracio´n. De los lemas anteriores no hay pe´rdida de generalidad si
suponemos que la frontera de M tiene el centro de masa en el origen y se
cumple la desigualdad (6) para M . Del teorema de la divergencia si
x = (x1, · · · , xn),
u =
(x1 + · · ·+ xn)√
n
,
y η es normal unitaria exterior se tiene∫
M−Br
div(u2
x
|x|)dυ =
∫
∂(M−Br)
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ
=
∫
∂M
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ −
∫
∂Br
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ.
Despejando se sigue que∫
∂M
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ =
∫
∂Br
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ +
∫
M−Br
div(u2
x
|x|)dυ.
Puesto que
〈
x
|x| , η
〉
≤ 1 sobre ∂M y
〈
x
|x| , η
〉
= 1 sobre ∂Br, entonces∫
∂M
u2dσ ≥
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
{
u2div(
x
|x|) + 2u
〈
∇u, x|x|
〉}
dυ
=
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
{
u2(
n− 1
|x| ) + 2u
〈
∇u, x|x|
〉}
dυ
=
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
{
u2(
n− 1
|x| ) + 2
u2
|x|
}
dυ,
es decir: ∫
∂M
u2dσ ≥
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
(n+ 1)
|x| u
2dυ. (10)
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Puesto que u es precisamente la primera funcio´n propia para Steklov sobre
Br asociada al valor propio
1
r , se tiene que:∫
∂M
u2dσ ≥ r
∫
Br
|∇u|2 dυ +
∫
M−Br
(n+ 1)
|x| u
2dυ
= r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
∫
M−Br
1
|x|
|x|2 + 2∑
i<j
xixj
 dυ.
De la desigualdad (6):∫
∂M
u2dσ ≥r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
∫
M−Br
|x| dυ
≥r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
r
∫
M−Br
dυ
=r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
r
∫
M−Br
|∇u|2 dυ
≥r
∫
M
|∇u|2 dυ.
De la caracterizacio´n variacional de ν1(M),
ν1(M) ≤
∫
M
|∇u|2 dυ∫
∂M
u2dσ
≤ 1
r
.
En este trabajo se obtuvo una cota superior para el primer valor propio
de Steklov en dominios del espacio eucl´ıdeo. As´ı por ejemplo en el caso de
que el borde de M sea un elipsoide
n∑
i=1
x2i
a2i
= 1, con a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, se
puede concluir que ν1(M) ≤ 1a1 . Una cota inferior semejante es encontrada
por Bramble y Payne en [6].
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Demostracio´n. De los lemas anteriores no hay pe´rdida de generalidad si
suponemos que la frontera de M tiene el centro de masa en el origen y se
cumple la desigualdad (6) para M . Del teorema de la divergencia si
x = (x1, · · · , xn),
u =
(x1 + · · ·+ xn)√
n
,
y η es normal unitaria exterior se tiene∫
M−Br
div(u2
x
|x|)dυ =
∫
∂(M−Br)
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ
=
∫
∂M
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ −
∫
∂Br
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ.
Despejando se sigue que∫
∂M
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ =
∫
∂Br
u2
〈
x
|x| , η
〉
dσ +
∫
M−Br
div(u2
x
|x|)dυ.
Puesto que
〈
x
|x| , η
〉
≤ 1 sobre ∂M y
〈
x
|x| , η
〉
= 1 sobre ∂Br, entonces∫
∂M
u2dσ ≥
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
{
u2div(
x
|x|) + 2u
〈
∇u, x|x|
〉}
dυ
=
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
{
u2(
n− 1
|x| ) + 2u
〈
∇u, x|x|
〉}
dυ
=
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
{
u2(
n− 1
|x| ) + 2
u2
|x|
}
dυ,
es decir: ∫
∂M
u2dσ ≥
∫
∂Br
u2dσ +
∫
M−Br
(n+ 1)
|x| u
2dυ. (10)
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Puesto que u es precisamente la primera funcio´n propia para Steklov sobre
Br asociada al valor propio
1
r , se tiene que:∫
∂M
u2dσ ≥ r
∫
Br
|∇u|2 dυ +
∫
M−Br
(n+ 1)
|x| u
2dυ
= r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
∫
M−Br
1
|x|
|x|2 + 2∑
i<j
xixj
 dυ.
De la desigualdad (6):∫
∂M
u2dσ ≥r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
∫
M−Br
|x| dυ
≥r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
r
∫
M−Br
dυ
=r
∫
Br
|∇u|2 dυ + (n+ 1)
n
r
∫
M−Br
|∇u|2 dυ
≥r
∫
M
|∇u|2 dυ.
De la caracterizacio´n variacional de ν1(M),
ν1(M) ≤
∫
M
|∇u|2 dυ∫
∂M
u2dσ
≤ 1
r
.
En este trabajo se obtuvo una cota superior para el primer valor propio
de Steklov en dominios del espacio eucl´ıdeo. As´ı por ejemplo en el caso de
que el borde de M sea un elipsoide
n∑
i=1
x2i
a2i
= 1, con a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, se
puede concluir que ν1(M) ≤ 1a1 . Una cota inferior semejante es encontrada
por Bramble y Payne en [6].
4 Conclusiones
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